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Abstract

O presente documento apresenta uma motivacao e uma breve re-
visao acerca da utilizagdo do método das diferencas finitas com aplica-
¢d0 na resolugao de equacoOes diferenciais. Pretende-se introduzir o
aluno de disciplinas associadas & engenharia na grande area de métodos
numéricos aplicados a solucao de problemas reais de interesse tec-
nolégico governados por principios fisicos fundamentais expressos em
termos de equacoes diferenciais parciais que nao possuem solucao
analitica. O foco do presente documento consiste na equagao tran-
siente da difusdo de calor sem geracao interna de energia.

1 Introducao

Em muitas situagoes praticas o engenheiro precisa resolver problemas fisicos
relativamente complexos a fim de obter informagoes sobre o comportamento
de campos associados a variaveis como: velocidade, pressao, temperatura, de-
formagao, entre outras. Os campos destas varidveis (fung¢oes de coordenadas
espaciais e temporais) aparecem de forma espontanea em equagoes diferenci-
ais deduzidas através da aplicacdo de um principio fisico maior (principio da
conservacao da massa, segunda lei de Newton, primeira lei da termodinamica,
entre outros) a um volume infinitesimal do continuo.

Um exemplo cléssico consiste na equagao transiente da difusao de calor,
que na auséncia de geracao interna de energia pode ser expressa como

or
pCpT = k’VQT, (].)



em que p é a massa especifica do meio continuo analisado (seja ele sélido ou
fluido), C), é o calor especifico a presao constante (uma propriedade material
do meio analisado), k é a condutividade térmica do meio, T denota o campo
de temperatura, ¢ é a varidvel tempo e V? representa o operador escalar
Laplaciano.

A solugao da equacao ([Il) fornece como resposta o campo de temperatura
T, ou seja, a fungao T' = T'(x,y, 2,t), em que z, y e z denotam as coordenadas
do espaco cartesiano tridimensional e ¢ conforme mencionado anteriormente
é a variavel tempo. Como a temperatura nesse caso é um campo escalar e
depende de coordenadas espaciais, a equacao (Il) deve ser resolvida eviden-
temente em um dominio de calculo e o problema estard bem posto apenas
apos a aplicacao das condigoes de contorno e iniciais associadas ao campo 7.

O grande problema é que apesar de sabermos que a equacao ([Il) descreve
com exatidao o comportamento das interacoes associadas a troca de energia
térmica em um meio estacionario e que sua solucao fornece uma informacao
de grande importancia para o engenheiro preocupado com o estudo de prob-
lemas térmicos, a mesma nao possui solugao analitica. Em outras palavras, o
ser humano ainda nao possui competéncia intelectual para resolver a equacao
(@) utilizando papel e lapis.

Isso ocorre em varias areas do conhecimento. A titulo de ilustragao
a equagao que rege o movimento de particulas fluidas infinitesimais, cuja
solucao é capaz de fornecer o campo de velocidades de qualquer escoamento,
¢ denominada equacao de Cauchy. Quando aplicada a descricao de um es-
coamento de um fluido Newtoniano, a mesma recebe o nome de equacao de
Navier-Stokes, que para escoamentos incompressiveis é dada por

,088—1: +u-Vu=—VP 4 nV?u + pg, (2)
em que u é o campo de velocidades (vetorial e por isso a fonte em negrito),
P é o campo de pressao do escoamento, n é a viscosidade dinamica do flu-
ido e g é o campo vetorial associado a aceleracao gravitacional. A equagao
@) é o cerne da maioria dos problemas em mecanica dos fluidos e nao pos-
sui solucao analitica. O famoso instituto de matematica Clay Math pub-
lica em seu website o que grande parte da comunidade matematica con-
sidera os problemas do milénio. Para cada um desses problemas é ofer-
ecido um prémio de 1 milhao de ddlares para a pessoa que conseguir re-
solve-lo. Dentre os problemas do milénio encontra-se a busca pela solucao
da equacao de Navier-Stokes. Maiores detalhes podem ser encontrados em:
http://www.claymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations/.
Como a equacao (2)) ndo possui solu¢ao analitica e consiste na equagao
central que rege a mecanica dos fluidos,a comunidade cientifica passou entao


http://www.claymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations/

a estudar maneiras alternativas de se resolver de forma aproximada a equacao
de Navier-Stokes.

Atualmente existe uma area enorme de pesquisa e producao de conheci-
mento em mecanica dos fluidos denominada CFD, uma sigla em inglés para
designar a expressao Computational Fluid Dynamics. O grande objetivo
das pesquisas desenvolvidas em CFD consiste na proposicao de técnicas efi-
cientes de se resolver as equacoes diferenciais parciais da mecanica dos flu-
idos de forma aproximada através de codigos computacionais de simulagao
numérica. Para se ter uma idéia a resolucao de um escoamento turbulento
tipicamente industrial com o maior grau de precisao que se consegue obter
hoje em dia, levaria alguns meses de processamento de dados nos maiores
clusters do mundo e forneceria apenas alguns poucos segundos da solucao do
escoamento real. Em outras palavras, as técnicas mais precisas de solucao
das equagoes governantes da mecanica dos fluidos sao extremamente caras
do ponto de vista computacional.

Com esta visao geral em mente, o presente documento pretende intro-
duzir a técnica conhecida como Método das Diferencas Finitas para a solucao
numérica da equagao diferencial parcial da conducao transiente de calor,
equagao (). O objetivo principal é que o aluno entenda a ldgica por tras do
processo de discretizacao do espaco e do tempo que leva a uma transformacao
de uma EDP em uma equacao algébrica, ou sistemas de equagoes algébricas
que serao resolvidos através de um codigo proprio de simulagao.

2 O método das diferencas finitas

Um dos primeiros métodos numéricos aplicados a solucao aproximada de
equagoes diferenciais é o chamado método das diferencas finitas. Um ponto
comum entre os métodos existentes é o fato de que o primeiro passo do
processo de solucao consiste em uma discretizacao do dominio de célculo da
solugao. A figura () mostra um exemplo da discretiza¢ao de um dominio de
calculo retangular.

A transformacao de termos associados a derivadas de ordem n em termos
algébricos através de expansoes em séries de Taylor em torno de um né central
arbitrario da malha de céalculo é feita da seguinte maneira. Considere uma
malha de calculo bidimensional, em que um né interno arbitrario possui a
numeragao ilustrada na figura ().

Uma expansao em série de Taylor para determinar as temperaturas nos
nos m+1,n, m—1,n, myn+1e m,n — 1 em termos de seu valor no né
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Figure 1: Dominio de célculo continuo (a) e dominio discretizado através de
uma malha contendo 2500 nds

m,n+1

Figure 2: Ampliacao de um né interno em uma malha bidimensional

central m, n fornece
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utilizando o argumento de que termos ordem Az? e Ay? sao muito pequenos,
dado que as dimensoes Ax e Ay ja constituem grandes de pequena ordem,
podemos truncar a série infinita expressa nas equagoes (3] a (@), considerando
apenas termos ordem Az e Ay. Note que este procedimento leva a uma
solugao aproximada da equacao governante do problema. De fato a medida
que mais noés sao adicionados a malha de calculo, a tendéncia é a obtencao
de uma solucao aproximada mais préxima da realidade fisica que se pretende
simular. Procedendo desta forma tém-se que

T T, -1,
(Z_x) ~ m+1,nA$ m,n (7)
m+1/2,n
aT Tm,n - Tm—l,n
(%) ~ Az ®)
m—1/2n
aT Tm7n 1 Tm,n
CIINRE
Y myn+1/2 Y
aT Trnm — T
(_) L (10)
Ox m,n—1/2 Ay

a obtencao de termos envolvendo derivadas de segunda ordem depende das
derivadas de primeira ordem expressas nas equagoes ([7l) a (I0) e pode ser
dada por
T oT
82T —_ (a)m—i—l/ln B (ar)m 1/2,n —~ Terl,n + Tmfl,n - 2Tm,n
ox% ), - Ax - Az?

(11)

(50) e~ (50)
0*T ~ Oy mmn+1/2 9y mn—1/2 Tm,n+1 + Tm,n—l - 2Tm,n
~ ~ AyQ '

0y? Ay
(12)
A discretizacao de termos de derivada temporal segue o mesmo raciocicio,
de modo que o
P+l p
<8_T) ~ Tm,n Tm,n’ (13)
0t ) o At
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neste caso o indice superior p denota o instante de tempo anterior, enquanto
o indice p + 1 denota o valor da temperatura no instante atual. Tendo
determinado as expressoes para os termos associados as derivadas espaciais
e temporais que surgem na equacao da difusao de calor, é possivel escrever
esta EDP em sua forma discretizada. Tendo em mente que para um dominio
de célculo bidimensional a equagao (Il é escrita como
10T 82T+82T (14)
adt  0x2  Oy?’
em que « é uma propriedade do meio, conhecida como difusividade térmica,

dada por
k

Utilizando as derivadas expressas nas equagoes ([II)), (I2) e [I3), a equagao
(I4)) é escrita em sua forma discretizada como

a (15)

VT =T Tt T = 2T Tor + Ty — 270,
— ) ) — +17 217 ) _'_ 5 +1 ,2 1 s ) (16)
Q@ At Ax Ay

Note que o indice superior referente ao instante de tempo em que os termos
do lado direito da equacao sao considerados foi definido de forma arbitraria
na equagao (I6) como r. Na verdade existem trés opgoes para o instante de
tempo em que se deseja avaliar estes termos. Na formulacao a ser utilizada no
presente contexto, o indice r sera feito igual a p, isto implica que a solucao do
valor da temperatura em cada né evoluira no tempo de acordo com os valores
das temperaturas dos nos vizinhos em um instante de tempo anterior. Desta
forma para simplificar a equacao ([[6]) antes de prosseguir, vamos considerar
neste momento uma malha de cédlculo na qual Az = Ay e isolar o termo
Tht!. Procedendo desta maneira obtém-se

T??L—,‘Fnl =Fo (TTI:L+1,11 + TTI:L*Ln + TYI:L,nJrl + TTI;L,nfl) + (1 - 4F0) TrIr)L,nv (17)
em que F'o é definido como o ntimero de Fourier, um parametro adimensional
expresso por Fo = aAt/Ax?. O valor do ntimero de Fourier é conhecido a
partir do momento em que a malha de calculo é construida e o passo de
tempo é imposto pelo usudrio. A equacao (I7) traz a seguinte informacao:
o valor da temperatura de um né interno arbitrario no instante de tempo
atual em uma malha de calculo, que possui como objetivo representar um
dominio fisico espacial onde se deseja conhecer informacoes sobre o campo de
temperatura de um problema fisico em que o meio encontra-se estacionario,
pode ser determinado através dos valores das temperaturas dos nos vizinhos



avaliados em um instante de tempo anterior e de seu proprio valor também
avaliado em um instante de tempo anterior.

Desta forma pode-se propor um algoritmo geral para a determinacao dos
campos de temperatura (em problemas de condugao de calor, ou seja, meio
estaciondrio) em superficies de forma arbitraria da seguinte forma:

1. Constroéi-se uma malha de calculo que represente o dominio discretizado
no qual deseja-se conhecer o campo de temperatura e como o mesmo
evolui no tempo a partir de uma condi¢ao inicial;

2. Impoe-se uma condicao de contorno para o problema, na qual as tem-
peraturas dos nos de fronteira sao conhecidas;

3. Impoe-se também uma condicao inicial para o valor de todos os néds
internos que compoem a malha de calculo;

4. A partir da equacao (IT) os valores das temperaturas em todos os nés
internos da malha de cédlculo no instante de tempo atual sao determi-
nados;

5. O processo iterativo de evolugao temporal da solugao continua até que a
maior variacao entre a temperatura de um no interno arbitrario avali-
ada entre dois instantes consecutivos de tempo seja menor que uma
tolerancia pré-estabelecida pelo usuario;

6. Ap0s a convergéncia da solugao o processo termina;

2.1 Exemplo de aplicacao

Considere a seguinte malha computacional contendo 30 nés, confeccionada
de modo que Az = Ay, representada na figura ().

Suponha que desejamos resolver o problema sujeito as seguintes condicoes
de contorno, exemplificadas na figura ().

Tém-se ainda que no instante inicial todos os nés internos da malha
encontram-se a uma temperatura 7' = (0. Desta forma o problema estd
bem posto, ou seja, existe uma equagao governante (EDP com derivadas em
relagdo ao espaco e tempo) com condigoes de contorno e condigoes iniciais.
Sabe-se entao que no instante de tempo ¢t = 0 a temperatura de todos os
noés da malha é conhecida. Deseja-se entao evoluir no tempo a fim de acom-
panhar como as temperaturas em cada né interno vao se alterando conforme
cada vez mais e mais particulas que compoem o meio passam a saber que a
regiao superior do dominio foi aquecida a uma temperatura 7" = 100.
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Figure 3: Malha de 30 nés para solucao de um problema-exemplo

T =100

T=0
Figure 4: Condigoes de contorno de um problema-exemplo

No instante de tempo seguinte ao instante inicial, isto é, em t = At,
tém-se que a temperatura do n6 7 é dada por

T = Fo(Ty '+ Ty " + T, + T15°) + (1 —4Fo) T, (18)

para um material com o = 1m?/s, malha com espacamento Az = Ay = 0.1
e passo de tempo At = 10735, tém-se que

THEAT =01 x (0404100 4+ 0) + (1 — 0.4) x 0 = 10, (19)
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o mesmo calculo é feito para os nds restantes da malha. Este procedimento
contina até que a solugao alcanga uma condicao de regime permanente e as
variagoes temporais do campo de temperatura cessam. Nesta condig¢ao, o
campo de temperatura final possui a configuragdo mostrada na figura (Bl). O
resultado ilustrado na figura () foi obtido utilizando uma malha contendo
2500 nés. E importante falar que conforme aumenta-se o grau de refina-
mento da malha, a precisao do resultado aumenta e o custo computacional
também. Uma outra importante observacao refere-se ao passo de tempo ado-
tado pelo usudrio. Em formulagoes explicitas (como a presente abordagem) o
passo de tempo deve ser mantido pequeno a fim de se evitarem instabilidades
numéricas. Como o tempo flui de forma continua no Universo que conhece-
mos, existe uma sucessao entre diferentes configuracoes fisicas durante um
regime transiente. A partir do momento em que discretizamos o tempo e
fazemos com que a solugao evolua entre diferentes estagios de tempo, pode-
se recorrer em grandes erros numeéricos se passos de tempo muito grandes
sao adotados. Em geral este controle é feito com base no método heuristico
de tentativa e erro, de acordo com a experiéncia do usudario.

Figure 5: Campo de temperatura final para o problema-exemplo utilizando
uma malha com 2500 nés



2.2 Imposicao de condicoes de contorno de fluxo es-
pecificado

Em muitos problemas de engenharia o valor de certa variavel fisica nao é
conhecido explicitamente no contorno. Um exemplo seria uma situacao na
qual o engenheiro desconhece as temperaturas no contorno sélido de deter-
minada geometria, mas é capaz de informar o fluxo de calor nesta fronteira.
Pela lei da conducao de calor de Fourier sabemos que o fluxo de calor em um
meio estacionario é proporcional ao gradiente de temperatura. Desta forma,
se sabemos o fluxo de calor em determinada fronteira, no fundo sabemos
os valores das derivadas espaciais em certa direcao naquela fronteira. Neste
sentido podemos dividir as condicoes e contorno de um problema em dois
tipos: condigoes de valores pré-estabelecidos (conhecida como condigao de
contorno de Dirichlet) e condigbes de valores de derivadas pré-estabelecidas
(conhecida como condi¢ao de contorno de Neumann).

Suponha que vocé deseja impor as condigdes de contorno de fluxo de
calor conhecido nas fronteiras de uma malha de calculo conforme ilustrada
pela figura (@). Neste exemplo especifico temos fluxo q/l/ imposto na entrada
do dominio de célculo, fluxo varidvel igual & ¢ (z) = ¢ x (L — z)/L nas
fronteiras superior e inferior do dominio e fronteira adiabatica (fluxo nulo)
na saida do dominio de calculo.

a0 =q; (L

S0 =q; (L

[ L |

Figure 6: Exemplo da imposicao de condi¢ao de contorno de fluxo de calor
em uma malha retangular

Como para evoluirmos a temperatura no interior da malha precisamos
conhecer a temperatura dos nés da fronteira, devemos fazer um balango entre
os fluxos de calor que atravessam as fronteiras das malhas de célculo para ent-
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edermos como estes influenciarao as temperaturas nestas vizinhancas. Para
isto considere a figura ilustrativa ([T).

q

m,n+1

m-1,n m,n m+1,n q
- 13

m,n-1
q

Figure 7: Exemplo de como o fluxo imposto pode ser convertido em uma
temperatura especificada

1

Pela lei da conducao de calor de Fourier, temos:

q/l/:_kg_zz_k (%%ZW) (20)
qg:_kg_ig_k (Tm%fmln) (21)
=0 (T ) 22)
—qy = —kg—f ~ —k (W) ’ (23)

note que o sinal de (-) nos termos associados aos fluxos em 3 e 4 se dao
devido a defini¢ao do sentido positivo dos eixos x e y de acordo com a figura
([@). Isolando os valores das temperaturas dos nés vizinhos nas expressoes

[20)-(23), obtemos

//A

Tm,n—l = Tm,n + (hk: ya (24)
//A

Tm—l,n - Tm,n + qij xa (25)
//A

Tm,nJrl = Tm,n + q3k ya (26>
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TA

Tm+1,n = Tm,n + % (27>
Desta forma os valores das temperaturas nas fronteiras sao determinados
em funcgao dos valores dos nés internos e vice-versa. Como o sistema evolui
de uma condicao inicial a metodologia numérica de solucao da equacao da
conducao de calor com condicao de fluxo de calor é ligeiramente diferente
daquela com condicao de temperatura especificada. Uma proposta de algo-
ritmo geral para a determinagao dos campos de temperatura (em problemas
de conducao de calor, ou seja, meio estaciondrio) em superficies de forma
arbitraria com condicao de contorno de fluxo de calor especificado é dada
por:

1. Constroéi-se uma malha de calculo que represente o dominio discretizado
no qual deseja-se conhecer o campo de temperatura e como o mesmo
evolui no tempo a partir de uma condi¢ao inicial;

2. Impoe-se também uma condicao inicial para o valor de todos os nos
internos que compoem a malha de célculo;

3. Determina-se os valores das temperaturas dos nds da fronteira em
funcao dos nos internos no instante inicial e dos valores de fluxo pre-

scritos de acordo com as equagoes (24)),(25),([26]) e 27);

4. A partir da equagao (7)) os valores das temperaturas em todos os nés
internos da malha de célculo no instante de tempo atual sao determi-
nados;

5. Os valores das temperaturas nos nés de fronteira sao recalculados em
funcao dos novos valores das temperaturas nos nos internos;

6. A partir da equagdo (I7) os valores das temperaturas em todos os
nos internos da malha de calculo no novo instante de tempo atual sao
determinados novamente;

7. O processo iterativo de evolugao temporal da solugao (passos 5-6) con-
tinua até que a maior variagao entre a temperatura de um né interno ar-
bitrario avaliada entre dois instantes consecutivos de tempo seja menor
que uma tolerancia pré-estabelecida pelo usuario;

8. Apds a convergencia da solugao o processo termina;
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3 Objetivos do trabalho

O trabalho computacional a ser realizado possui como objetivo a resolucao
numérica da equacao da difus@ao de calor em um dominio de calculo com
as condigbes de contorno mostradas na figura (§). O valor para o Fluxol

o Fluxo2 . (L—x)/L

Fluxo 1

" Fluxo2 . (L-X)IL

Figure 8: Dominio de calculo e condigoes de contorno do problema a ser
resolvido neste trabalho

devera ser de 1 x 108 W/m?, ja o Fluxo2 equivale a 1% do valor do Fluxol.
E importante se atentar aos sinais para os fluxos de calor na entrada do
dominio de calculo, na parede superior e na parede inferior. A saida do
dominio de cédlculo é adiabatica (fluxo nulo).

1. O aluno devera resolver a equagao () utilizando o método das diferencgas
finitas no dominio de calculo apresentado na figura (§);

2. A condigao inicial para todos os casos deverd ser T = 298 K em todos
0s nos no interior da malha;

3. A solucao numérica devera ser obtida para dois materiais distintos: o
cobre e 0 ago inox;

4. A condutividade térmica do cobre e do aco sao dadas respectivamente
por k. = 400W/m.K e k, = 16.3W/m.K, ja a difusividade térmica
desses materiais ¢ dada por a. = 1.11 x 10™*m?/s e a, = 4.2 x
1075m?/s;

5. O aluno deverd utilizar uma malha com 10 cm na dire¢ao x e 1 cm na
direcao y, o niumero de nés em cada diregao deve ser 1000 x 100 e o
passo de tempo adotado deverd ser At =1 x 107%s;
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6. O aluno devera fazer dois videos de 15 segundos do processo de evolucao
temporal dos campos de temperatura, um para cada material;

7. O cédigo fonte do trabalho devera ser enviado juntamente com os ar-
quivos dos videos para o email do professor para avaliacao da atividade
até o dia 04 de julho de 2014;

8. O aluno serd avaliado pela consisténcia da realidade fisica observada
no video e pelo cdédigo desenvolvido. Coddigos iguais implicarao em
nota ZERO. O aluno estd livre para escolher qualquer linguagem de
programacao ou plataforma de interface grafica para a confeccao do
video;
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